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Resumo

O presente trabalho apresenta uma formulacdo mista do Método dos Elementos de
Contorno com o Método dos Elementos Finitos para a andlise da interacdo solo-estaca em
duas dimensbes. Nesta formulacdo as estacas sdo modeladas através do Método dos
Elementos Finitos como elementos de barra, e o solo, através do Método dos Elementos de
Contorno, como um meio continuo, elastico-linear, isétropo e homogéneo. Sdo apresentados
os sistemas de equacOes do solo e das estacas para elementos verticais e, a seguir, a
combinacdo de ambos, originando um unico sistema de equacdes. Sdo apresentadas também
as modificacBes necessarias para um sistema composto por estacas inclinadas. Apds a
resolucdo do sistema final, obtém-se os deslocamentos e as tensdes de contato solo-estaca.
Um exemplo € apresentado e resolvido a partir da formulacdo aqui proposta, permitindo
comparar os resultados obtidos com os resultados de modelos propostos por outros autores.
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Abstract

This paper presents a mixed formulation of the Boundary Element Method with the
Finite Element Method for analysis of soil-pile interaction in two dimensions. In this
formulation the piles are modeled using the Finite Element Method as bar elements and the
soil, through the Boundary Element Method, as a continuous material, linear-elastic,
isotropic and homogeneous. It presents the soil and pile equations to vertical elements and,
then, the combination of both, creating a single system of equations. The changes needed for
a system composed by inclined piles are also presented. After resolution of the final system,
the displacements and strains of soil-pile contact are obtained. An example is presented and
solved based on the formulation proposed here, allowing to compare the results with models
proposed by other authors.

Keywords: Differential equations. Integral equations. Soil-pile interaction. Numerical

methods.

1 Introducéo

Atualmente a interacdo solo-estrutura tem sido um assunto muito discutido entre
pesquisadores. O comportamento real de um sistema solo-estrutura é um assunto complexo,
envolvendo muitas varidveis e hipo6teses. Devido a tal dificuldade, uma solugdo promissora
consiste na simulacdo numérica.

Com relacdo ao comportamento das estacas, um dos estudos pioneiros deve-se a
Poulos e Davis (1968). Neste trabalho foi-se estudado o caso de uma estaca isolada, cilindrica
e incompressivel, submetida a acdo de uma carga axial, imersa em um meio semi-infinito,
isotropo e homogéneo. A tensdo de cisalhamento ao longo da estaca foi admitida constante,
tendo na base alongada apenas a tensao axial. Posteriormente, Poulos e Davis (1968) e Poulos
e Madhav (1971) estendeu o trabalho para grupos de estacas, submetidas a acdo de
carregamentos horizontais e verticais.

Poulos e Madhav (1971) estudaram o problema de estacas isoladas e inclinadas,
submetidas primeiramente a um carregamento axial e, posteriormente, a um carregamento
horizontal, concluindo que os deslocamentos sdo praticamente independentes do angulo de
inclinagéo da estaca.

Com relacdo ao emprego do Método dos Elementos Finitos (MEF) e do Método

Elementos de Contorno (MEC) na analise da interacdo solo estrutura, alguns trabalhos de



relevante contribuigdo podem ser citados, como os de Venturini e Brebbia (1984), Almeida
(2003), Ribeiro (2005), Almeida e Paiva (2007), Mendonca e Paiva (2000), entre outros.
Neste trabalho, todo o equacionamento bem como a escolha das funcdes
interpoladoras para os deslocamentos e forcas de interacdo foram baseadas no trabalho
proposto por Matos Filho (1999), desenvolvido para estacas verticais. Discretizando a estaca
como um elemento de barra e utilizando vérias fungBes polinomiais para representar 0s
deslocamentos e forcas de interacdo, Matos Filho (1999) chegou a um elemento final
considerado eficiente, composto por 14 parametros nodais, sendo quatro deslocamentos
lineares em cada uma das direcdes Xi, X, e X3 (Figura 1b) e mais dois parametros localizados
na cabeca da estaca, referentes as rotacGes em torno dos eixos X; e X,. Os deslocamentos
transversais ao longo da estaca foram aproximados por um polindmio do 4° grau e os
deslocamentos axiais foram representados por uma funcdo polinomial cubica. As forcas de
interacéo referentes as direcBes X; e X, foram representadas por polinémios do 3° grau, sendo
a forca cisalhante ao longo do fuste ajustada por um polinémio quadratico. A tensdo normal

que ocorre na base da estaca é¢ admitida constante.

2 Sistema de equac0es para o solo

O solo € modelado através do método dos elementos de contorno. A representacdo
integral utiliza a solucdo fundamental de Mindlin (1936). Desprezando-se o efeito das forcas

de volume, pode-se escrever:

u=fuEpp@EATE)  (,j=123) (1)

onde:

u*jj (s,p) - ¢ a solucdo fundamental de deslocamento com resposta em um ponto “p” (ponto
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p;j - € a forca de interagdo na diregdo “j”.

A Equacéo (1) pode ainda ser escrita como:

Ne

u= [uipp@dre  (j=123) 2)



em que:
Ne - numero de linhas de carga (estacas) imersas no meio continuo;

I'. - € 0 contorno do elemento de contorno.

Neste trabalho, admite-se que na interface estaca-solo, as forcas de contato nas
direcdes X; e X sdo linhas de carga ao longo das estacas. Sdo adotados polindmios do 3° grau
para aproximar as forcas de interacdo nessas direces. Na dire¢do X3 0 polindmio adotado é
do 2° grau, conduzindo as fungdes de forma:
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em que:

€ - coordenada adimensional;
z - cota do ponto em quest&o;
L - comprimento da estaca.

Efetuando numericamente as integrais indicadas na Equacao (2) e utilizando a regra da
quadratura de Gauss obtém-se o sistema de equagdes do solo, também chamado de equacgdo

geral dos deslocamentos, expressa por:

u, = ¢ P, (5)

sendo:
{us} - vetor dos deslocamentos do solo;
[G] - matriz dos coeficientes de influéncia do solo;

{Ps} - vetor das forcas de interacdo do solo.



3 Sistema de equacdes para a estaca

A estaca é discretizada por um Unico elemento finito, contendo quatro nés (Figura 1),
com deslocamentos transversais sendo aproximados por uma funcdo polinomial de 4% ordem e

deslocamentos axiais aproximados por um polinémio cubico.

FIGURA 1 - (a) Discretizagdo do elemento; (b) Forcas no topo do elemento; (c) Parametros
nodais de deslocamento; (d) Forcas de interacdo nas direcdes X; e Xj; (€)
Forcas de interacdo na direcdo Xs.
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As forcas de interacdo na estaca nas direcdes Xi;, X, e Xz sdo aproximadas

respectivamente pelas Equaces (9), (13), (16) e (17).

Up () =A1Z'+B1Z°+C1 2"+ D12+ E; (6)
Wap (2)=4A12°+3B1Z°+2C12+D; (7)
W (2)=12A17°+6B1z2+2Cy (8)
Px, () = Ay 2° +B, 2 +C, 2 + D, (9)
Vap (2) =A32* +B32° +C3Z° + D3z + E3 (10)
Ve (2)=4A32°+3B32°+2C32+ D3 (11)
Ve (2) =12 A3 +6 B3z +2C3 (12)
Px; (2) = A4 Z° +B4 2° +Ch 2 + D, (13)
Wap (2) =As2® +Bs 2°+ Cs 2 + Ds (14)
Weap (2) =3As2°+2Bsz+Cs (15)
e

T (2) =As 22 +Bs 2 + Cs (16)

T (2) =1 (17)



O funcional da energia potencial total é expresso por:

_E I L " 2 E I L i 2 E A L ' 2
Hap—%jouap(z) dz + PZP_Lvap(z) dz + PZPIOWap(z) dz +

L L L
+L Px,(2) Uap(Z)dZ-i-J; Px,(z)v,, (2)dz +L PX;(z) w,, (2)dz + (18)

+IA c,W,dA, —Fu; —F,v; - M,u";-M, V'

em que:
Ep - 0 modulo de elasticidade longitudinal da estaca;
I, - 0 momento de inércia da estaca;

A, - area da secgdo transversal da estaca.

Minimizando o funcional da energia potencial total, ou seja, derivando-se a Equacao
(18) em relacdo aos parametros nodais e igualando-as a zero, obtém-se um sistema de
equac0es lineares no sistema local de referencia, sendo expresso matricialmente pela Equacao
(19).
[Ke] {up} = {F} - [Q] {Pc} (19)

em que:
[Kc] - matriz de rigidez da estaca;

{up} - vetor dos deslocamentos da estaca,;

{F} - vetor de for¢as nodais provenientes de carregamentos externos;

[Q] - matriz de transformacéo de forcas distribuidas em forcas pontuais (nodais);

{Pp} - vetor de forcas de interagdo do solo.
4 Rotacdo do sistema

Toda a formulagdo desenvolvida no item anterior estd relacionada a um sistema
dextrorso, na qual um dos eixos principais foi tomado como o proprio eixo do elemento,
entretanto, nos problemas de engenharia € comum encontrar elementos de fundacgéo

compostos por estacas com diferentes angulos de inclinacdo entre si. Assim, torna-se



necessario adotar outro sistema de referéncia, comum a todas as partes pertencentes a um
mesmo elemento de fundagéo.

Desta forma os elementos tomados em relacdo ao seu proprio eixo sdo relacionados ao
sistema local de referéncia, apresentando um indice “L”, sendo relacionados ao sistema
dextrorso XY, referenciados ao sistema global, apresentando um indice “G”.

Para relacionar os sistemas de coordenadas global e local faz-se necesséario a adogao

de uma matriz de transformacéo [R], expressa pela Equacéo (20).

o1 oz ~CXCY ~CXCZ
Jey2icz? Jey?+cz?
- (074 —CY
R = 0 (20)
Jey2icz? Jey?+cz?
CX cY (074
sendo:
CX:X';Xi; Cy:yllyi; CZ:Z';Zi; (21)

Os indices “1” e “i” das coordenadas X, y e z fazem referéncia ao Ultimo e ao primeiro
né de uma mesma estaca e L representa o comprimento da mesma. Assim, podem-se

relacionar os vetores de deslocamentos da seguinte forma:

ou (22)

Nota-se que para estacas com grau de inclinacdo nulo (estacas verticais), Cx = Cy = 0,
Cz=1e [R] =[], ou seja, os sistemas de referéncia global e local se sobrepdem.

Desta forma, a Eq. (19) pode ser reescrita da seguinte forma:

[Kele {uph = {F}h - [QlL {Po}L (23)



Quanto a Equacdo (5), faz-se necessério rotacionar o vetor de deslocamentos para
adequa-lo ao sistema de coordenadas locais (Equacdo (24)), uma vez que as equacgdes de

deslocamentos fundamentais sao escritas em relacdo ao sistema global (Equacédo (25)).

Us L= ¢ L P, L (24)
u U11 U12 U13 d)Xl 0 0 PX]_
V| = Uy Uz Ups || 0 dx2 0 [|dl| Px, (25)
w g J Us; Uy Usg 0 0 o¢x3 PXs g

Te

A Equacdo (25), escrita em notacdo compacta, é expressa pela Equacao (26).

u, o= U* 4P o (26)

Substituindo a Equacéo (22) na Equacao (26),
RIu =Y~ dRZP (27)

Isolando-se o termo {us}. da equacdo (27) e lembrando que [R]™* = [R]" chega-se a
matriz de coeficientes de influéncia do solo, escrita no sistema de coordenadas locais,

representada na Equacao. (29).
u =R U*4RIP (28)
G =RU*R7d_ou ¢ =RIGLRI (29)

De posse da equacdo geral de deslocamentos do MEC e da equacdo do MEF faz-se
necessario realizar o acoplamento entre os dois sistemas de equaces.

Isolando-se as forcas de interagdo na Equacéo (24) chega-se a:

Po=¢_"u (30)

S S

Realizando a compatibilidade de deslocamentos e equilibrio na interface solo-estaca,

isto é:
e (31)
P, +P =0



Pode-se substituir a Equacdo (30) na Equagéo (23):

[Kele {upde = {F3 - [T] {us} (32)
em que:
[Tl.=[Q]. [G]." (33)

Necessita-se agora expandir a matriz [T]_ para se obter a mesma ordem da matriz
[Kc]L. Esse procedimento € realizado inserindo duas colunas de zeros a partir da terceira
coluna ma matriz [T]., referentes a ndo consideracdo da rotagdo em torno dos eixos X; e X;
pelo solo. Apos a sua expansao, a matriz [T]_ passa a ser chamada de matriz [M].. Assim, é

necessario também expandir o vetor de deslocamentos do solo, sendo denominado por {U},

isto é:
{U}LT:{Ui Vi Wi U7 vit oy V) WU Vi Wk U v Wi} (34)
K.J +MI U = F, (35)

Simplificando a equacéo (35) chega-se a equagéo (36),

I*: U Li: FLi (36)

onde:

[K]L - matriz final do sistema MEC/MEF no sistema local;

{U}. - vetor de deslocamentos da estaca no sistema local;

{F}. - vetor de forgas nodais provenientes de carregamentos.
Trabalhando no sistema de referéncia global a Equacdo (36) fica:

H(;UGi:FGi (37)
em que:
Ke=B K. B (38)

com:
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5 Grupo de estacas

O sistema de equacgdes pra um grupo de estacas é bastante semelhante ao sistema de
uma estaca isolada. A grande diferenca estd na ordem das matrizes envolvidas. De uma
maneira simplificada pode-se descrever todo processo partindo do sistema final de uma estaca
isolada, mudando-se apenas a ordem das matrizes envolvidas.

Assim como nos trabalhos de Poulos e Davis (1968) e Poulos e Madhav (1971), aqui
se considerada a superposicao elastica da influéncia de todos os elementos do grupo, sempre
tomados dois a dois, ou seja, o sistema final é representado por varios subsistemas que, por
sua vez, representam a interac@o de duas estacas e o solo, ou a influencia de uma estaca sobre
ela mesma.

Entretanto, foram feitas algumas consideragdes para esse modelo:

A influéncia de uma estaca sobre si mesma é feita através de uma integracdo
numeérica, usando a regra da quadratura de Gauss, com os pontos fonte situados no eixo da
estaca e 0s pontos campos no contorno da mesma, garantindo assim que a menor distancia
entre os pontos “s” ¢ “p” seja igual ao proprio raio da estaca (Figura 2c).

A influéncia entre estacas diferentes também € calculada através integracdo numérica
usando a regra da quadratura Gaussiana com os pontos “s” e “p” dispostos nos eixos das

diferentes estacas (Figura 2d).
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FIGURA 2 - (a) Forca de interagdo na diregdo X; e X»; (b) Forga de interagéo na diregéo Xs;
(c) Pontos campo em estaca isolada ; (d) Pontos campo em grupo de estacas.
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Dessa forma, para a interagéo entre duas estacas tem-se que:
[K]28x28 {Up}asxa = {F}28x1-[Ql28xzs [G] " 28x24 {Us}2axa (40)
onde:
- _ |: MECll 12x12 MEClZ :|.2x12:| (41)
28x24 - -
" MECZl 12x12 MECZZ 12x12
MEC; Representa os coeficientes de rigidez provenientes do solo relativos
a influencia da estaca 1 sobre ela mesma;
MEC Representa os coeficientes de rigidez provenientes do solo relativos a
12 . .
influencia da estaca 1 sobre a estaca 2;
MEC Representa os coeficientes de rigidez provenientes do solo relativos a
21 . .
influencia da estaca 2 sobre a estaca 1,
MEC Representa os coeficientes de rigidez provenientes do solo relativos a
22 . .
influencia da estaca 2 sobre ela mesma.
K - — |: MEF_ll 14x14 0 :L4xlil :| (42)
2 0 14x14 MEFZZ 14x14
MEF1; Representa os coeficientes de rigidez provenientes da estaca relativos a
influencia da estaca 1 sobre ela mesma;
MEF,, Representa os coeficientes de rigidez provenientes da estaca relativos a

influencia da estaca 2 sobre ela mesma;

Q ;8)(24 _ |: Qll_ ;4x12 0 ;41(12 :| (43)

0 14x12 Q22 14x12



Qu Coeficientes das forcas de interagdo na estaca 1;
Q22 Coeficientes das forcas de interagdo na estaca 2.

Para um grupo com mais de duas estacas, o procedimento padréo € o mesmo, bastando
apenas montar as matrizes considerando cada estacas isolada e as matrizes das interagoes
entre uma estaca e as demais, sempre tomadas dois a dois, e inserindo-as na matriz do sistema

final.

6 Exemplo numérico

A figura 3 ilustra o caso de uma estaca isolada de comprimento L e diametro D. A
estaca apresenta um angulo de inclinacdo ¢, estando submetida a acdo de duas forgas
concentradas P e Q, ambas de intensidade 1000 kN. O médulo de elasticidade adotado para a
estaca é Eestaca = 2 10° kN/m? e 0 médulo de elasticidade para o solo e o seu coeficiente de

Poisson sdo respectivamente iguais a Esoo = 2 10° kN/m?e v = 0,5.

FIGURA 3 - Estaca submetida a acdo de forcas pontuais P e Q.

E
E

e=2.10° KN/m?
=2.10° kN/m?

v=0,5

solo

Neste exemplo apresentam-se os resultados dos deslocamentos para 0s carregamentos
P e Q agindo isoladamente. As tabelas 1 e 2 apresentam os deslocamentos na cabeca da estaca

referente & atuacdo do carregamento axial, e as tabelas 3 e 4 referentes a atuacdo do
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carregamento normal. Em ambas as andlises foram verificados os deslocamentos para estacas
verticais (¢=0°) e inclinadas (¢=30°), sendo a inclinacdo de 30° graus comumente utilizada em
projetos, variando-se também a relacdo L/D, permitindo comparar os resultados obtidos com
0s advindos do trabalho de Poulos e Madhav (1971).

TABELA 1 - Deslocamentos axiais na cabeca da estaca devido ao carregamento P.

Deslocamentos (cm)
L/D $=0° ¢ =30°
Poulos & Madhav Este Modelo Poulos & Madhav Este Modelo
10 0.175000 0.183795 0.174996 0.182090
25 0.124000 0.127594 0.126869 0.126869
100 0.063500 0.065147 0.064982 0.064982

TABELA 2 - Deslocamentos transversais na cabeca da estaca devido ao carregamento P.

Deslocamentos (cm)

L/D $=0° ¢ =30°
Poulos & Madhav Este Modelo Poulos & Madhav | Este Modelo
10 0.000000 0.000000 0.000005 -0.007931
25 0.000000 0.000000 0.000004 -0.004104
100 0.000000 0.000000 0.000003 -0.000248

TABELA 3 - Deslocamentos axiais na cabeca da estaca devido ao carregamento Q.

Deslocamentos (cm)

L/D $=0° ¢ =30°
Poulos & Madhav Este Modelo Poulos & Madhav | Este Modelo
10 0.000000 0.000000 0.000000 -0.004452
25 0.000000 0.000000 0.000000 -0.002880
100 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000354




TABELA 4 - Deslocamentos transversais na cabeca da estaca devido ao carregamento Q.

Deslocamentos (cm)
L/D $=0° ¢ =30°
Poulos & Madhav Este Modelo Poulos & Madhav | Este Modelo
10 0.424625 0.390540 0.424616 0.399235
25 0.331533 0.307868 0.331526 0.312206
100 0.358500 0.340601 0.358492 0.340703

Nesta primeira andlise, nota-se claramente que cargas axiais praticamente geram
apenas deslocamentos axiais, visto que 0s mesmos sdo praticamente independentes do angulo
de inclinacéo da estaca.

Comparando-se os resultados obtidos, nota-se que ha grande concordancia entre 0s
dois modelos. A maior discrepancia ocorre nos deslocamentos transversais, porém, através de
uma andlise mais detalhada nota-se que os valores de deslocamentos normais obtidos através
do modelo em estudo sdo da ordem de 4 % dos valores dos deslocamentos axiais, diminuindo
na medida em que se aumenta a relacdo L/D, tendendo a um valor préximo a zero.

Analisando os resultados em deslocamentos provocados pela a¢do do carregamento Q,
chega-se a concluséo de que os deslocamentos praticamente independem do angulo de
inclinacdo da estaca. Assim, de maneira simples podem-se estimar os deslocamentos de uma

estaca inclinada em funcédo dos resultados obtidos para uma estaca vertical.

7 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma formulacdo numérica hibrida MEC/MEF para a
analise da interacao solo-estaca.

Pelos resultados obtidos na simulagdo do problema, o0 modelo proposto apresentou boa
concordancia com os resultados encontrados no trabalho de Poulos e Madhav (1971).

Do exemplo avaliado, mediante a variagcdo da posicdo da estaca e das relagfes L/D
adotadas, percebe-se que o comportamento das estacas isoladas inclinadas € proximo ao das

estacas isoladas verticais, assim como esperado.
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O programa desenvolvido permite avaliar o comportamento de estacas inclinadas ou
ndo, mostrando-se como metodologia alternativa a ser utilizada na construgdo de abacos para

a determinacdo direta da influéncia da inclinacdo da estaca nas suas deslocabilidades.
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