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Resumo

Os métodos analiticos cldssicos permitem o célculo da solugdo exata de deslocamentos,
deformacdes e tensdes na estrutura nos seus infinitos pontos. Entretanto, essas solugdes sao
apenas conhecidas para alguns casos, que fogem da maioria das aplicagcdes praticas. O
Método dos Elementos Finitos (MEF) ¢ um procedimento aproximado que foi desenvolvido
para aplicagdo em carater geral, independente da forma da estrutura ¢ da condicdo de
carregamento, dentro da precisdo aceitdvel do problema de Engenharia. Neste sentido, o
deslocamento em problemas estruturais elasticos ¢ tido como incognita fundamental e com o
emprego do MEF ¢ possivel descrever, através do conhecimento dos deslocamentos nos nds,
o comportamento interno de cada elemento. Quanto mais especificado for esse
comportamento interno, mais a resposta do modelo ird se aproximar do comportamento real
da estrutura. Neste contexto, este trabalho objetivou solucionar um problema de viga sujeita a
acdo de forcas distribuidas com o emprego do MEF através de fungdes polinomiais
interpolativas do terceiro (usual) e quinto (alternativa) graus e comparar os resultados obtidos
com os calculados pela solucdo analitica, de maneira a se comparar as diferencas entre os

deslocamentos gerados por ambas as aproximagoes, a usual e a alternativa, aqui propostas.
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Abstract

The classical analytical methods allow the exact solution calculation of displacements, strains
and stresses on the structure on its infinite points. However, these solutions are just known for
some cases that diverge of the majority of practical applications. Finite Element Method
(FEM) is an approximate procedure which had been developed to the application in general
character, structure shape and loading condition independent, within the acceptable
precision of the Engineering problem. In this sense, displacement in structural problems is
the fundamental unknown and with the use of FEM is possible to describe, through the known
displacements on the nodes, the internal behavior of each element. The more specified this
internal behavior more the model response will approach the actual structure behavior. In
this context, this work aimed to solve a problem of beam subjected to the action of distributed
forces with the use of the FEM through interpolative polynomial functions of third (usual) and
fifth (alternative) degrees and to compare the obtained results with the ones calculated by the
analytical solution, in order to compare the differences between the displacements generated

by both approaches, the usual and the alternative proposed here.

Keywords: Solid mechanics. Approximate solutions. Analytical solution.

Introducao

O deslocamento em problemas estruturais eldsticos ¢ tido como incognita
fundamental. A avaliagdo de esfor¢os e deslocamentos em estruturas depende, principalmente,
do comportamento dos materiais que compdem estes elementos e das cargas externas
atuantes. A importancia do calculo dos deslocamentos em estruturas ¢ evidenciada em virtude
dos denominados Estados Limites. Estes sdo os critérios de seguranca adotados para os
projetos de estruturas e sdo caracterizados por serem estdgios a partir dos quais a estrutura
apresenta desempenho impréprio aos fins previamente projetados. Desta maneira, as
estruturas sdo analisadas e calculadas com o uso de coeficientes parciais de seguranca que tém
como objetivo suprir todas as incertezas possiveis inerentes as variaveis de projeto. No
quesito confiabilidade, um estado limite corresponde a fronteira entre o desempenho desejado
e indesejado da estrutura, isto €, uma funcdo matematica que define se as estruturas oferecem

riscos de falhas ou ndo.



A funcdo de deslocamentos em estruturas do tipo viga é obtida mediante a resolucao
de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO). Em funcdo da complexidade e trabalho algébrico
que algumas apresentam, torna-se imprescindivel o emprego de métodos numéricos, como o
M¢étodo das Diferengas Finitas, o Método dos Elementos Finitos Generalizados, os Métodos

sem Malha e o0 Método dos Elementos de Contorno.

Dentre tais métodos, destaca-se o0 Método dos Elementos Finitos (MEF), que permite
realizar analises estruturais de grande complexidade, considerando milhares de tipos
estruturais e graus de liberdade. No modelo de deslocamentos do MEF, o dominio do
problema ¢ dividido em subdominios de dimensdes finitas (elementos finitos), em que o
campo de deslocamentos ¢ arbitrado. Sendo escrito o campo de deslocamentos dos elementos
em relagdo aos deslocamentos dos nds, ¢ obtido um sistema de equagdes algébricas que,
quando resolvido, permite solucionar o problema. Onate (1995) afirma que o MEF ¢ o
procedimento mais potente para a analise de estruturas de carater uni, bi e tridimensionais
submetidas a diversas agdes externas. O autor destaca que uma das etapas fundamentais na
aplicacio do MEF no calculo estrutural ¢ a implentagdo da teoria em um programa
computacional eficiente e por essa razao, ¢ também por conta da crescente competitividade no
mercado de calculo por elementos finitos, nos ultimos anos esfor¢os consideraveis tém sido
realizados no sentido de se desenvolver programas versateis e eficazes, que permitam a

obtengdo de solugdes de MEF de maneira mais econdmica € competitiva.

Nestes aspectos, este trabalho objetivou a aplicagdo do MEF com o uso de fun¢des
polinomiais interpoladoras do terceiro (metodologia usual) e quinto (metodologia alternativa)
graus na determinag¢do aproximada da fun¢do de deslocamentos em um problema de viga com
solugdo analitica conhecida, de maneira a se comparar as diferengas entre os deslocamentos

gerados por ambas as aproximacodes, a usual e a alternativa aqui proposta.

Problema modelo

Com o intuito de apresentar o problema modelo proposto para este trabalho e para enfatizar as
analises que serdo feitas posteriormente, ¢ indispensavel o desenvolvimento da equagdo
diferencial da linha elastica bem como a sua solugdo. Neste aspecto, uma viga sob flexao se
deforma em relagdo a sua posicao inicial. A curva do eixo da viga define a linha elastica cuja

equacdo possibilita determinar o deslocamento transversal ou flecha e o deslocamento angular



ou giro de qualquer ponto ao longo do seu dominio, assim como ilustra a Figura 1, em que x
representa o comprimento de interesse da viga no ponto a ser analisado, a partir de um
referencial, v(x) denota a fun¢do deslocamento da viga, @(x) expressa a fungdo da rotagao ao

longo da viga, L representa o vao entre apoios € 1 representa o raio da curvatura.

Linha Neutra

vY
Secdo
Transversal

Figura 1. Viga biapoiada fletida e a linha elastica advinda de sua deformada.

A referida fun¢do da rotacdo, observada anteriormente na Figura 1, é expressa pela
. o . d -
derivada primeira dos deslocamentos, ou seja, 8(x) = %. Em se tratando da defini¢do

matematica em torno desta consideracao, partindo dos principios da geometria diferencial no

que tange os conceitos sobre curvatura de fungdes e, admitindo a analogia destes conceitos
~ . , ~ . 1

com a configuracao deformada da viga, obtém-se a Equagao 1, que determina a curvatura =
d?v

dx?

r - 3 (1)
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. . av? < s
Admitindo-se pequenas deformagdes, o termo (d—:) pode ser desprezado em relacdo a

(U

unidade. A Equacdo 1 pode ser reescrita, assim como expressa a Equacdo 2.
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A lei de Hooke para elementos unidimensionais € expressa pela Equacao 3:



o=Ee (3)
em que E ¢ o mddulo de elasticidade, € representa a deformacgao e o a tensao.

Na flexdo normal de barras, a tensdo e a deformacdo (Figura 1) s3o descritas,
respectivamente, pelas Equagdes 4 ¢ 5, sendo M(x) o momento fletor, [, o momento de
inércia a flexdo em relacdo ao eixo z, y a distancia entre a fibra longitudinal de interesse e a

linha neutra e r o raio da curvatura.

M(x)
I

o= y 4)

LY )
T

Substituindo-se as Equagdes 4 ¢ 5 na Equagdo 3 e comparando este resultado com a
Equacdo 2, chega-se a equacdo diferencial que permite determinar os deslocamentos e,
consequentemente, as rotacdes em vigas, sendo estas expressas pela Equagao 6.

d*v M(x)

= 6
dx? EI, ©)

O produto E.Iz, denominado rigidez contra flexdo, é sempre positivo, de modo que

M(x) > 0 implica em tragdo nas fibras inferiores e v > 0 no deslocamento orientado para

. . . d? L .
baixo (Figura 1). Assim, M(x) > 0 resulta d—xz < 0, sendo necessario acrescentar o sinal

d?v(x)

—.z devem ser

negativo nesta equacdo, uma vez que os sinais de M(x) e da derivada

coerentes.

O problema modelo aqui proposto trata-se de uma viga isostatica solicitada por um
carregamento uniformemente distribuido q, como ilustra a Figura 2. Os valores definidos para
as varidveis estruturais de interesse sdo: E = 15.000 kN/cm?, I, = 1.152cm*, q =

1 kN /cm (intensidade do carregamento distribuido) e L = 200 cm (vao da viga).

q
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Figura 2. Problema modelo: viga biapoiada de comprimento L, solicitada por um carregamento
linearmente distribuido q.

A funcao momento fletor para este problema ¢ apresentada na Equacao 7, tomando-se

0 apoio fixo como origem para o referencial adotado (Figura 2).
4. .2
M(x) = > (=x* 4+ Lx) (7)

Substituindo-se a Equagdo 7 na Equacao 6 e integrando-a duas vezes sucessivamente,
chega-se a solucdo geral desta EDO. A solucao particular (Equagao 8) ¢ encontrada mediante
a imposicao das duas condigdes de contorno essenciais ao problema, o que implica na
nulidade dos deslocamentos sobre os apoios, matematicamente traduzidas por v(x = 0) =0e
v(x = L) =0, sendo a origem do eixo x definida sobre o apoio fixo, assim como realizado

para a funcdo momento fletor.
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A Figura 3 ilustra geometricamente a forma deslocada do problema modelo.
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Figura 3. Forma deslocada do problema modelo a partir da funcdo analitica.

A fungdo analitica para o problema modelo ¢ utilizada para verificar a eficiéncias das
aproximagdes geradas segundo o emprego do MEF com o uso das fung¢des polinomiais

interpoladoras de graus trés e cinco.



Método dos elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) mostra-se como uma excelente ferramenta
utilizada para analisar o comportamento de estruturas. Historicamente, o MEF surgiu em
1955, como evolucao da andlise matricial de modelos reticulados, motivado pelo advento do

computador e elaborado com o intuito de se projetar estruturas de modelos continuos.

O MEF pode ser considerado como uma técnica de gerar fungdes de aproximagao, que
podem ser utilizadas para interpolar deslocamentos, esforgos, tensdes e deformagdes ao longo

do dominio do elemento.

Para a resolucao de problemas estruturais segundo o MEF, as fun¢des de forma podem
ser aplicadas diretamente a sua equacao diferencial (Residuos Ponderados) ou a principios

energéticos, tais como o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV).

O deslocamento em problemas estruturais eldsticos ¢ tido como incognita
fundamental, obtido por intermédio da resolugdo de um sistema de equacdes lineares, assim
como expressa a Equagdo 9, sendo que a sua construgdo fica em fungdo da disposi¢do da
malha e, consequentemente, dos nds dos elementos finitos na estrutura, como pode ser visto

na Figura 4.
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Figura 4. Exemplo de discretizagdo de uma viga via MEF. Os numeros nos circulos representam os
noés e os nos quadrados numeram os elementos finitos.

[K]{U} = {F} 9)

Da Equacdo 9, [K] denota a matriz de rigidez da estrutura, {U} o vetor dos

deslocamentos nodais da estrutura e {F} o vetor das for¢as equivalentes nodais da estrutura.

Com relagao ao emprego do MEF na engenharia de estruturas, alguns trabalhos podem
ser citados tais como o de Alvarenga e Antunes (1994), Cheung e Lindquist (2004),
Christoforo (2007), Goes (2004), Mascia (1991), Rigo (1999) entre outros.



Formulacio do elemento finito

O elemento finito tem o seu desenvolvimento mediante a aplicacdo das funcdes de
forma (geradas pela técnica dos elementos finitos) no Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV),
reescrito para o problema de vigas. Em posse deste preceito, sdo obtidos a matriz de rigidez e

o vetor das forgas equivalentes nodais para cada fungdo interpolativa.

Para as variaveis contidas na Figura 5, o PTV se escreve conforme a Equacgao (10):

Figura 5. Elemento estrutural sob acao de cargas de naturezas diferentes.

AyF + [, A(x)yb(x)dV + [, A(s)yP(s)dA = [, e(x)yo(x)dV (10)
onde:
dV — volume do elemento de dimensoes infinitesimais;
dA — area de superficie com dimensdes infinitesimais;
P(s) — forca de superficie;
b(x) — for¢a por unidade de volume;
Ay, — deslocamentos virtuais pontuais;
A(x)y — deslocamentos virtuais provenientes das forgas de volume;

A(s)s — deslocamentos virtuais provenientes das forcas de superficie;



£(x)y — deformagdes virtuais;
o(x) — tensdes.

O primeiro membro da Equacdo 10 expressa a energia externa ou trabalho externo
provocado pelas agdes externas (forgas) e o segundo membro, a energia interna do corpo ou a
energia de deformacdo. E importante ressaltar que esta equagdo permite o desenvolvimento de

qualquer elemento finito.

Os deslocamentos nodais da estrutura sao obtidos mediante o emprego das condigdes
de contorno na Equagdo 10 juntamente com a resolu¢dao do sistema de equagdes resultante.
Como sera apresentado adiante, as mesmas fungdes utilizadas na determinacdo da matriz de
rigidez e do vetor dos deslocamentos nodais também sdo utilizadas para interpolar os
deslocamentos e, consequentemente, as deformacdes, tensdes e esfor¢os ao longo de cada

elemento finito.

Considera-se que o elemento finito seja a viga e haja dois nds, um em cada
extremidade. A cada no associam-se dois deslocamentos: o deslocamento vertical,
representado por v(x), e a rotagdo, tida como 6(x). Sendo assim, para a aproximagao
realizada por polindmio de grau trés, a fungdo aproximativa dos deslocamentos segundo a

técnica dos elementos finitos ¢ ilustrada na Figura 6.

Figura 6. Funcao aproximativa de deslocamentos segundo o MEF.

O elemento finito desenvolvido com este polindmio possui quatro graus de liberdade,
sendo uma translacao e uma rotagcdo por nd, sendo a rotacao expressa pela derivada primeira
da funcdo deslocamento. Este polindmio foi assim escolhido por possuir quatro coeficientes,

permitindo-se associar os quatro graus de liberdade nodais do elemento de barra.

O elemento finito desenvolvido com o uso do polindmio de grau cinco possui seis

graus de liberdade, sendo trés por no, tendo, além da translacdo e da rotagdo, outro grau de



liberdade, referente a derivada segunda da funcdo deslocamento, o que, do ponto de vista
matematico, garante a continuidade da curvatura nos nés dos elementos finitos. Dessa forma,
a imposi¢ao da continuidade nao ¢ s6 da derivada primeira, mas também da derivada segunda
da funcdo deslocamento, oferecendo melhores aproximacdes quando comparadas as geradas

pelo polindmio de grau trés.

No MEF, a técnica de gerar as fungdes de aproximagdo consiste em, depois de
escolhido o elemento finito e a fungdo de aproximagdo, sobre esta se impde um
“deslocamento unitario” sobre um dos seus graus de liberdade mantendo-se os demais nulos,
sendo este procedimento realizado para todos os graus de liberdade do elemento ou,
consequentemente, para todos os coeficientes da fungdo aproximadora. Dessa forma, as
fungdes de aproximagdo t€ém seus coeficientes determinados mediante a aplicagdo desta

metodologia.

As Equagdes 11 e 12 sdo as utilizadas para definir as aproximag¢des do MEF. A

primeira trata-se da aproximacdo com polindmios de grau trés e a segunda com polindmios de

grau cinco.
d(x) = ap + ayx + ayx? + azx3 (11)
¢(x) = b + byx + bx? + byx3+byx* + asx® (12)

As Equacdes 13 e 14 apresentam as fung¢des aproximadas para os deslocamentos
(Vap(x)) ao longo do elemento finito, com uso dos polindmios de graus trés e cinco

respectivamente.
Vap () = Vi1 (x) + 0;¢,(x) + v;p3(x) + 0;4 (x) (13)
Vap () = ;1 (x) + 0;p2(x) + ¥iP3(x) + vPa(x) + 0;5(x) + vjPe(x) (14)

Nas Equacdes 13 e 14, v, 8 e y sdo os graus de liberdade definidos nos nos do
elemento finto. Com posse deles, ¢ possivel interpolar os deslocamentos e deformagdes ao
longo de cada elemento finito. E importante ressaltar que, como visto anteriormente, as
deformacdes na viga estdo relacionadas com a derivada segunda da funcdo deslocamento.
Dessa forma, com posse da fun¢do aproximadora para os deslocamentos, torna-se possivel
definir as fun¢des aproximadas para as deformagdes ao longo dos elementos finitos, assim

como expressam as Equagdes 15 e 16.
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eap(0) = —y (i} () + 0:9 () + 1,05 (x) + 6,0 (x)) (15)

eap () = =y (Vi1 () + 6,05 () + yip5 () + v} () + 0,05 (1) + ¥;9¢ (¥))  (16)

As Equacgdes 13, 14, 15 e 16 podem ser escritas matricialmente assim como expressam

as Equagdes 17, 18, 19 e 20.

Vi
0;
Vap () = [P1(x)  P2(x)  P3(x)  Pa(x)] v; (17)
6;
Vi
9;
Vi
Vap(X) = [¢1(x)  ¢2(x)  d3(x) pa(x) Ps(x)  ¢s(X)]|v, (18)
0.
]
Vi
0;
Eap(X) = —y[d1(x) @7 (x) P (x) P4 (x)] v, (19)
5
i
0i
Vi
Vap (1) = =y[$1 () ¢ (x)  p3(x) Py (x) B5(x) P (D], (20)
0.
y,

Nas Equacdes 17 e 18, as matrizes que contém as funcdes interpoladoras (fungdes de
forma) sdo denominadas matrizes das fungoes de forma N(X), que permitem determinar os
deslocamentos ao longo do elemento finito (v, (x)) com posse dos deslocamentos nodais A.

A equagdo 21 expressa de forma compacta a relagdo entre A e Vg, (x).
Vap(x) = N(X)A (21)

Nas Equacdes 19 e 20, as matrizes que contém as derivadas segundas das fungdes de
forma sdo denominadas matrizes deslocamento-deformag¢do B(X), permitindo-se determinar
as deformagdes ao longo do elemento finito (g,,(x)) com posse dos seus deslocamentos

nodais. A Equagdo 22 expressa de forma compacta a relagio entre A e £,,(X).



€ap(X) = B(X)A (22)

Com o objetivo de se construir a matriz de rigidez e o vetor das forcas equivalentes

nodais, aplica-se ao PTV (Equacdo 10) as Equagdes 21 e 22, resultando na Equagdo 23.
AyF + [, (N(x)4y)b(x)aV + [, (N(x)Ay)P(s)dA = [, (B(x)Ay)DB(x)AdV  (23)

O tensor constitutivo de rigidez D na Equacao 23 advém da relagao constitutiva ¢ =

De. Ressalta-se que, para o caso das vigas, D equivale ao mddulo de elasticidade do material,

2
o, equivale a tensao normal na flexao e € a deformagao associada a curvatura (& = —y% .
Colocando-se 4, em evidéncia na Equagdo 23, chega-se a Equagdo 24.
F+ [, N@b(x)dV + [, N(x)P(s)dA = (f, B(x)DB(x)dV)a (24)

O primeiro membro da Equagdo 24, na forma matricial, representa o vetor das forcas

equivalentes nodais do elemento (F,gq), € 0 segundo membro, o produto da matriz de rigidez

do elemento finito (K,) pelo vetor de deslocamentos nodais (4), como indicado nas Equagdes

25 ¢ 26.
Feqg=F+ [, N)b(x)dV + [, N(x)P(s)dA (25)

K, = fv B(x)DB(x)dV (26)

As Equacgdes 25 e 26 permitem determinar a matriz de rigidez e o vetor das forcas

nodais equivalentes para qualquer elemento finito.

Como aqui ndo sdo consideradas as forcas de campo, o termo contendo b(x) na

Equagao 25 ¢ desprezado (Equacao 27).
Foq=F + [y N()TP(x)dx 27)

Para o problema de viga, independentemente da fun¢do interpolativa adotada, a matriz

de rigidez, em notacao matricial, fica expressa pela Equacao 28.

K, = [ EIB(x)" - B(x)dx (28)
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Aproximagoes pelo polinomio de grau trés

As fungdes de forma segundo o Método os Elementos Finitos com o uso do polindmio

de grau trés sdo apresentadas na Equagdo 29.

($,1(0) =1
1A — 2 3
< (2)11(([(1)))2 (;) - ¢$(x) = FX3 _ﬁxz +1
\p, (L) =0
($2(0) =0
1A — 1 2
?;)22((1(4)))=(}_) P,(x) = ﬁx3_ﬁx2+x
\¢2,(L) =0
$3(0) =0
1A — 2 3
(2’3;((1(4)))= f = ¢3(x) = —ﬁx3 +ﬁx2
3’ (L) =0
$4(0) =0
¢4’ (0) =0 ! .
pu(1) =0 7 P g (29)
d /(L) =1

A matriz de rigidez para esta aproximacado ¢ obtida substituindo-se as Equagdes 29 na

Equagdo 28, assim como expressa a Equagao 30.

2 (x)
2 (%)
b3 (x)
i (%)

K,=EI[ [ (x) ¢y () 5 ¢y ()] |dx (30)

Para o carregamento linearmente distribuido do problema modelo (g(x) = ¢*), o vetor

das forcas nodais equivalentes fica expresso pela Equagado 31.

$1(x)

Foq=4qJ) 2283 dx 31

$4(x)



Aproximagoes pelo polinomio de grau cinco

As fungdes de forma com o uso do polindmio de grau cinco segundo o MEF sdo

apresentadas na Equagao 32.

($,1(0) =1
$1'(0)=0
" = —6 15 10
<¢;b11((L0))=00 gbl(x)——x +Fx +(L3 )x +1
¢1,(L) =0
\¢,"(L) =0
($,(0) =0
4)2’(0) =1
" — -3 8 _
<¢<)¢>22((L(;)= 0O $2() = 7+ 5% 4+(L2)x +x
¢2,(L) =0
\4)2”(14) =0
($3(0) =0
4)3’(0) =0 ,
$3"(0) = 1 1 3 3 x?
< ¢33(L) =0 = () = (2L3) x° + (ZLZ)x4 —(2L)"3 T3
$s'(L) =0
L¢’3”(L) =0
($4(0)=0
¢4’(0) =0
" = 6 —15 10
¢4’(L) =0
L¢4”(L) =0
(($s(0) =0
$s'(0)=0
"(0)=0 -3 7 —4
<(€;5((L))=0 Ps(x) = —x +L—3x +(L2) 3
¢s'(L) =1

\¢s"' (L) = 0
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((P(0) =0
¢6’(0) =0
$6'(0) =0 1 (-1) 1

Voewr =0~ 9= Gm* + ot 32)
¢6,(L) =1

\pe" (L) =0

A matriz de rigidez para esta aproximagao ¢ obtida substituindo-se as Equagdes em 32

na Equacdo 28, assim como expressa a Equacao 33.

_ i,(x)_
|/ 7o) \
Ke=51 ] D901 05 95 0500 9500 9400) [ax G

\[5 J

Para o carregamento linearmente distribuido do problema modelo (g(x) = ¢*), o vetor

das forgas nodais equivalentes fica expresso pela Equagao 34.

b1 ()]
$2(x)
Feg = Iy |30 |0 G4
¢s(x)
Lpe ()

Resoluciao do problema modelo

A Equacdo 35 apresenta o sistema de equacgdes proveniente da aproximacdo pelo

polindmio de grau trés, considerando-se as condi¢des de contorno do problema.

AEI 2l qL2

L L _

2E1 451‘[ qu (35)
L L

Resolvendo-se o sistema em 35 e substituindo a sua solu¢do na Equacdao 18

juntamente com os valores numéricos das varidveis estruturais do problema, chega-se a



funcdo aproximada dos deslocamentos para o polindmio de grau trés, assim como expressa a

Equagao 36.

Vap (x) =

1
10368

2

t1206%

(36)

A Figura 7 ilustra o grafico das fungdes v,,(x) (Equacdo 36) e exata v(x) (Equacio

8).
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Figura 7. Comparagdo entre a fun¢do de deslocamento do problema via solug@o analitica e segundo o
elemento finito com quatro graus de liberdade (aproximacao pelo polindomio de grau trés).

A Equacdo 37 apresenta o sistema de equacdes proveniente da aproximacado pelo

polindmio de grau cinco, considerando-se as condi¢des de contorno do problema.

192EI 11EI  108EI AE] 1 (1
351 35 351 35 10T

11E]  3EIL  AEI 1EIL | (6, 1

35 35 35 70 [l _J120° 37
108E1 4EI  192EI  11EI|)6, -1,

35, 35 351 35 | \y; 10 ¢

AE] 1EIL  11EI  3EIL 1,
1735 70 35 35 | (120" ¢

Resolvendo-se o sistema em 37 e substituindo a sua solu¢do na Equacdo 18

juntamente com os valores numéricos das varidveis estruturais do problema, chega-se a
fun¢do aproximada dos deslocamentos para o polindmio de grau cinco, assim como expressa

a Equagao 38.



17

o - 1 \ 1 ;, 25
Vap' ) = 194720000 ~ 1036800 " T 1296°

x (38)

A Figura 8 ilustra as fungdes vg, (x) (Equacio 38) e exata v(x) (Equagdo 8).

15 13 T T T T T T | | |
135~ =
E LB -
% 105~ n
§ vy 0.9 n
@ 0.75 = a
A Vap(x) §
S:D - == 0.6 =1
L
c%) 0.45~ =
B 0.3~ =
015~ 9
0 o l L L L L L | | |
0 20 40 60 80 10 120 140 160 180 200
0 X 200
COMPRIMENTO DA BARRA

Figura 8. Comparagdo entre a fungdo de deslocamento do problema via solugdo analitica e segundo o
elemento finito com seis graus de liberdade (aproximagao pelo polindmio de grau cinco).

Para avaliar a eficiéncia de ambas as aproximagdes utilizou-se a medida de erro

relativo, expressa pela Equacao 39.

f0L|v(x) — vap(x)|dx
[y v () dx

Erro(%) = 100 (39
Para a aproximagdo do elemento finito com quatro graus de liberdade, foi alcangado o
erro de 16,66667%. Em contrapartida, para a aproximag¢ao do elemento finito com seis graus

de liberdade o erro encontrado foi de 3,25-1071%%, sendo praticamente nulo.

Conclusao

O elemento finito desenvolvido com seis graus de liberdade mostrou ser mais preciso,
assim como esperado, que o obtido com o de quatro graus de liberdade, tendo em vista a
necessidade de dois elementos finitos com dois graus de liberdade por n6 para a obtencao de

resultados equivalentes a um Unico elemento finito com seis graus de liberdade, ou seja, para



melhorar os resultados dos deslocamentos com o uso do elemento finito de quatro graus de

liberdade seria necessario um refinamento da malha.

A fungdo de deslocamento para o polindmio interpolador do quinto grau apresentou
excelente resultado. Foi comprovado que o desenvolvimento do elemento finito com o uso
deste polindmio interpolador garantiu a continuidade na curvatura e que a sua eficiéncia ¢
superior ao elemento finito que emprega o polindmio interpolador de grau trés, visto que

conduziu ao valor da solugao exata em deslocamentos para o caso de carga uniforme.

Em adi¢do a estas conclusdes, este trabalho podera ser utilizado como um material
didatico, visto que apresenta duas formula¢des em MEF (para trés e cinco graus de liberdade)
através do Principio dos Trabalhos Virtuais para elementos de viga sujeitos a flexdo que

podem auxiliar no ensino e aprendizagem de formulacdes numéricas via elementos finitos.
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